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摘   要: 相对于传统飞行器，高超声速飞行器的飞行包线范围大大增加，因而有必要进行包线划分以便设计子区域控制

器。本文将间隙度量概念引入到包线划分过程中，提出一种以间隙度量为衡量指标的包线划分方法，该方法将划分依

据量化统一，便于包线划分。针对某型飞行器，采用该方法分析间隙度量值随飞行轨迹参数变化的规律，从而得到了

飞行包线划分依据。最后通过设计PID控制器验证了此方法的可行性。 
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Abstract: The flight envelope of HSV is much bigger than traditional vehicles generally, so it is necessary to be divided into 
series of sub-ranges. The theory of gap metric is proposed here as the measurement of envelope division. This idea is used to 
analyze the laws of gap value during the envelope division of some vehicle. At the end, the PID controller is used to verify the 
feasibility of this idea. 
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1 引言 

高超声速飞行器在空间上和速度上跨度越来越

大，飞行器的气动参数随高度、马赫数及动压而变化

也越来越大，仅设计一套控制器参数就难以兼顾较大

包线范围内的飞行品质，因而有必要按照某种方法将

整个飞行包线划分为一系列子区域以方便控制器设

计。 
目前，国内外针对全包线控制律的设计大多数采

用传统的增益调参方法，基本思想是将包线划分为一

系列子区域，每个子区域选取标称状态点设计一个线

性控制器，即采用多个线性控制器来近似替代所要求

的非线性控制器。但是，关于整个飞行包线内如何划

分子区域，还没有一套成熟的理论可以遵循，多按照

动压或高度、马赫数，凭借经验及反复迭代验证来进

行分区，耗时耗力，缺乏统一的分区衡量指标。 
文献[1]按照动压等高线进行包线划分，文献[2]

按照高度、马赫数进行包线划分，这些划分依据均不

易量化，很大程度凭借经验进行包线划分。文献[3]
提出根据扰动分析理论，按照模型矩阵特征值变化设

计一种衡量指标，以此判定标称点所能代表的区域，

具有一定的可行性。 
针对上述问题，鉴于间隙度量是一种相对于范数

度量，更适合用来衡量线性系统之间的差异大小，本
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文提出利用间隙度量作为区域划分的指标，通过分析

参数变化规律来得到初步区域划分依据，并根据区域

划分结果进行控制器设计验证。 

2 间隙度量（Gap Metric） 

间隙度量是一种不同于范数度量的系统度量概

念，相比之下应用广泛且更加直观。间隙度量的概念

最先由Hausdorf提出，随后Zames和El-Sakkary利用间

隙度量建立了在保证闭环系统稳定下所能容许的最

大不确定度量化指标[4-6]。并且El-Sakkary的研究显

示，相对于基于范数的度量指标，间隙度量更适合用

来衡量两个线性系统之间的差异大小，这也是本文选

取间隙度量作为评价指标的原因。 

2.1 两子空间的间隙 

令ϕ ψ、 为Banach空间中的两个闭线性子空

间，则有如下定义。 
定义1 Banach空间ϕ ψ、 的有向间隙为： 

( , ) sup inf
M
yx B

x y
ψ

δ ϕ ψ
∈∈

= −
r

 (1) 

式中， MB 为ϕ 中的单位球集合，表示为： 

{ }: 1MB u uϕ= ∈ =  (2) 

在此基础上，给出两子空间间隙的定义。 
定义2 ϕ ψ、 两子空间的间隙定义为： 



 

816 
 

( )max ( , ), ( , )δ δ ϕ ψ δ ψ ϕ=
r r

 (3) 

特别的，当ϕ 为零空间时，则定义 (0, ) 0δ ψ =
r

。

当 ψ 为 零 空 间 ， ϕ 不 为 零 空 间 时 ， 定 义

( ,0) 1δ ϕ =
r

。 

2.2  题目及摘要 

对于线性系统 
x Ax Bu
y Cx Du

= +
 = +

&
 

其传递函数为
1( ) ( )P s C sI A B D−= − + ，若

1 2P P、 为两系统的传递函数，则这两个系统之间的间

隙可以利用算子的间隙表示为： 
 

1 21 2 1 2 ( ) ( )( , ) ( ( ), ( )) ,G P G PP P G P G Pδ δ= = Π Π
r r

 (4) 
式中， ( )( 1,2)iG P i = 为系统的图(graph)。 

其中，
1 2( ) ( ),G P G PΠ Π 按定理1计算。 

定理1 假设 ( )n mP s×∈� ，并且有 ( , )M N 与

( , )N M% % 分别为被控对象P的左右互质分解，则有正交

投影矩阵为： 
 

* * 1 * *
( )

*
* * 1

*

( ) ,

( ) ,

G P

M
M M N N M N

N

M MM NN M N
N

−

−

   Π = +    
 −            = Ι − + −   
 

%
% % % %

%

(5) 

P的左右互质分解形式如式(6)所示， 
1 1P NM M N− −= = % %  (6) 

其中， , , ,N M N M H∞∈% % � ，而且满足

' ' ' 'N N M M N N M M I+ = + =% % % %  
互质分解方法描述如下： 
Step 1：求传递函数 ( )P s 的最小状态空间实现：

1( ) ( )P s C sI A B D−= − + ，其中(A，B)稳定，(A，

C)可检测； 
Step 2：求取矩阵F、H，使得 FA A BF= + ，

HA A HC= + 稳定，并令 FC C DF= + ，

HB A HD= + ； 
Step 3：互质分解形式为 

1 1P NM M N− −= = % %  
其中， 

1

1

1

1

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

F

F F

H

H H

M s F sI A B I
N s C sI A B D
M s C sI A H I
N s C sI A B D

−

−

−

−

 = − +
 = − +


= − +
 = − +

%

%

 (7) 

由此可以得出间隙度量的计算公式。 
定理2 间隙度量的计算公式为： 

1 2

1 2 1 2

( ) ( )

1 2

1 2

( , ) ( ( ), ( ))

,

inf

G P G P

Q H

P P G P G P

M M
Q

N N

δ δ

∞∈
∞

=

= Π Π

   
= −   

   

r r

 (8) 

( )1 2 1 2 2 1( , ) max ( , ), ( , )P P P P P Pδ δ δ=
r r

 (9) 

  
由间隙度量计算公式(8)、(9)，可归纳出间隙度

量的一些特性： 1 20 ( , ) 1P Pδ≤ ≤ ，如果δ 接近于0，
则表明两个系统近似；相反，若接近于1，则表明两

系统的动态特性差别很大[7-9]。 
间隙度量计算的是两个线性系统空间差异，并不

要求两个系统有相同的正极点数。如果两个开环系统

（可能不稳定）的间隙度量值很小，则其对应的闭环

系统也近似。 

3 基于间隙度量的包线划分 

当飞行器处于不同状态点时，高度、马赫数、攻

角、侧滑角等飞行参数均存在不同程度的差异，进而

造成基于状态点的线性化模型的不同。由间隙度量的

定义，当线性化模型差异较大时，间隙度量值更接近

于1。因此，间隙度量值的大小可反映参数变化的大

小，依此可作为包线划分的评判依据。 
基于间隙度量的包线划分方法分为以下步骤： 
a．根据飞行器的飞行包线，按状态均匀分布取

一系列状态点 ( 1,2,... )iA i n= ，针对每个状态点建立

线性化模型 ( 1,2,..., )AiP i n= ，计算该一系列线性化

模型中相邻模型的间隙度量值 ( , )(1 )i j i j nδ ≤ < ≤ ； 
b．分析间隙度量值变化与飞行参数变化的关系； 
c．将间隙度量值较大的状态点取出

1 2, ,...k k kmA A A ，其相应的状态值（高度、马赫数、

攻角、侧滑角）则作为包线划分的初步依据。 
针对某型飞行器，由于该飞行器任务固定，故取

一段飞行轨迹数据进行分析。首先按一定时间间隔

t∆ 取一系列状态点，并建立线性化模型，计算相邻

状态点的线性化模型的间隙度量值。若相邻线性模型

的间隙度量值较大，则说明此段时间某些飞行参数发

生显著变化。 
若不考虑攻角和侧滑角的影响，即将各个状态点

的攻角和侧滑角都取固定值，则相邻线性模型的间隙

度量值变化曲线如图 1所示。 
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图 1 不考虑攻角和侧滑角的间隙度量值变化曲线 
如图 1所示，当不考虑攻角和侧滑角的影响时，

在初始 6H Km> 时，飞行器高度迅速降低，间隙度

量值基本都大于0.1，此时马赫数变化较小， 5Ma > ；

在此飞行轨迹末端， 7.5H Km< ， 3Ma < ，间隙度

量值在0.05 ~ 0.1之间，该阶段高度和马赫数变化均

较快，相应此阶段间隙度量值相对偏大，即线性化模

型变化相对偏快。 
若考虑攻角和侧滑角的影响，即攻角和侧滑角随

飞行轨迹的变化，则相邻线性模型的间隙度量值变化

曲线，如图 2所示。 

 
图 2 考虑攻角和侧滑角的影响间隙度量值变化曲线 
如图 2所示，同时考虑四个状态变化对线性模型

的影响，在飞行器拉起段（5.5 6.5Km H Km< < ）

及轨迹中末段，间隙度量值曲线出现一系列尖峰值

（g>0.4），即在这些状态点，攻角和侧滑角等飞行

参数出现某些特殊的变化，导致线性模型出现跳变。 

4 分区验证 

根据理论分析，根据跳变点一边状态点线性模型

设计出来的控制器很难实现对另一边状态点的控

制。这里选取最基本的PID方法，选取A、B、C状态

点，A点和C点之间有间隙度量值跳变。针对A状态点

设计控制器，给正弦指令信号，所设计的控制器能很

好的实现信号跟踪，如图 3所示。 
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图 3 A 状态点三轴姿态角响应曲线 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

10

20
俯仰角

 

 
响应曲线

指令曲线

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-40

-30

-20
偏航角

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-10

0

10
滚转角

 
图 4 B 状态点三轴姿态角响应曲线 
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图 5 C 状态点三轴姿态角响应曲线 

所设计的控制器若用在B状态点处，依然能够实

现姿态控制，如图 4所示；而在C状态点处，给定相
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同指令后系统很快发散，完全不能控制三轴姿态，如

图 5所示。 
由图 3－图 5可知，由于间隙度量峰值两边状态

的差异，导致所设计的控制器不能通用，因此，按照

间隙度量峰值来划分不同的子区域，分别设计子区域

控制器，这种区域划分方法是可行的。 

5 结论 

本文利用间隙度量的特性，将其应用到包线划分

工作中，并利用PID控制器验证了根据间隙度量划分

区域的可靠性，最后结合某飞行器的飞行轨迹实现了

飞行包线划分。根据此方法进行区域划分，可大幅减

少划分时间，降低工作量，但存在划分过细的问题，

该缺点可通过迭代验证来弥补。 
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