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基于 μ 分析的鲁棒特征结构配置
飞行控制律设计

高 博 杨凌宇 申功璋

( 北京航空航天大学 自动化科学与电气工程学院，北京 100191)

摘 要: 针对特征结构配置应用于飞行控制律设计鲁棒性较差的问题，提出了一种新

的鲁棒特征结构配置方法．该方法结合参数化特征结构配置与 μ分析，把鲁棒特征结构配置问
题转化为包含系统全部自由参数的带约束条件的非线性优化问题．根据飞行控制律特点，提出
分步优化策略解决鲁棒特征结构配置多变量优化问题，以降低问题复杂度，同时采用等值分布

曲线直观描述优化指标随设计参数变化规律．该方法利用系统全部自由度提高系统鲁棒性，并
对自由参数施加约束条件以保证标称闭环系统性能．仿真表明该方法能满足一级飞行品质要
求，提高系统鲁棒性，减小保守性．
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Robust eigenstructure assignment based on μ-analysis applied to
flight control law design

Gao Bo Yang Lingyu Shen Gongzhang
( School of Automation Science and Electrical Engineering，Beijing University of Aeronautics and Astronautics，Beijing 100191，China)

Abstract: A new robust eigenstructure assignment algorithm was presented to improve the robustness of
control law designed by eigenstructure assignment． This algorithm combined parametric eigenstructure assign-
ment with μ-analysis，was based on linear fractional transformation，and then transformed robust eigenstructure
assignment problem into a nonlinear constrained minimization problem including all free parameters of the sys-
tem． In order to reduce the problem complexity，robust eigenstructure assignment with multivariable optimiza-
tion was divided into two steps with contour graph of robustness index，considering the characteristics of flight
control． This algorithm ensures the performance of nominal closed-loop system with parameter constraints，and
can improve the robustness with all free parameters of the system and has the advantages of μ-analysis． The
simulation results show that this algorithm can satisfy level 1 flying qualities，improve the robustness and reduce
the conversation．

Key words: eigenstructure assignment; μ-analysis; optimization; robust; flight control

控制律设计采用的标称模型与真实飞机相

比，具有较大不确定性，控制律必须保证系统在不

确定范围内稳定． 特征结构配置能充分利用系统
的全部自由度，同时配置特征值和特征向量，在飞

行控制中得到广泛应用． 但特征结构配置鲁棒性
较差，鲁棒特征结构配置问题一直备受关注［1－3］．
文献［1］利用特征向量自由度提高系统鲁棒性，
但特征向量不存在或存在很小的自由度，应用具
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有局限性［4］．文献［2－3］提出了鲁棒稳定性判据，
但忽略了不确定性特点．
针对上述问题，本文提出一种新的鲁棒特征

结构配置方法，应用于飞机横侧向控制律设计，并

与现有方法进行了比较．

1 参数化特征结构配置
采用输出反馈的标称线性时不变系统:

x·=Ax+Bu
y=Cx+Du
u= }Ky

( 1)

式中，x∈Rn 为状态向量; y∈Rr 为输出向量; u∈
Rm 为输入向量; A，B，C，D 为相应维数的状态矩
阵．设闭环系统特征值为 λ1，λ2，…，λ{ }n ，对应特
征向量为 v1，v2，…，v{ }n ，于是

A+B Im－[ ]KD －1( )KC vi =λ ivi ( 2)
经变换可得

vi = Inλ i－[ ]A －1Bηi ( 3)
ηi = Im－[ ]KD －1KCvi ( 4)

令 η= η1 η2 … η[ ]n V= v1 v2 … v[ ]n
则参数化表示的输出反馈矩阵为

K=η CV+D[ ]η －1 ( 5)
上述结果表明，K 可以参数化表示为特征值

和决定特征向量参数 ηi 的函数，可以建立闭环系

统性能与控制器参数的联系．特征值和 ηi 为控制

律设计时的自由参数，包含系统全部设计自由度．
当特征向量自由度全部用来解耦，一般通过

求取最小二乘意义上接近期望特征向量 vdi的可
达特征向量 vai得到 ηi，其最小二乘解为

ηi = LT
diLd[ ]i

－1LT
divdi ( 6)

Ldi = Inλi－[ ]A －1B ( 7)
可达特征向量为

vai =Ldiηi ( 8)

2 鲁棒特征结构配置问题描述
不失一般性，假定系统( 1 ) 具有结构特点的

参数摄动，则实际系统可以描述为

A = A +∑
p

i = 1
δ iAi

B = B +∑
p

i = 1
δ iBi

C = C +∑
p

i = 1
δ iCi

D = D +∑
p

i = 1
δ iD
















i

( 9)

式中，Ai，Bi，Ci，Di 为系统不确定性信息; δi ≤1
为归一化不确定度．特征结构配置的控制律为

u=Ky+Kfrc ( 10)
式中，Kf 为前馈控制器; rc 为指令向量．
带有不确定性的实际闭环系统为

x·= 珚A+珚B I－K珚( )D －1K珚[ ]C x+珚BKfrc
y= 珚C+珚D I－K珚( )D －1K珚[ ]C x+珚DKfr }

c

( 11)

鲁棒特征结构配置问题可描述为: 对系统

( 1) ，由性能要求得出系统自由参数的约束范围，
建立系统鲁棒性与自由参数的数学关系，由特征

结构配置设计 K和 Kf，使实际闭环系统( 11) 对所
有 δi ≤1 稳定，即鲁棒稳定．

3 基于 μ 分析的鲁棒特征结构配置

实际系统往往具有特定的物理特性，且一般

由具有不确定性的元部件构成，决定了系统的不

确定性是有结构的．结构奇异值 μ 在处理具有结
构不确定性系统鲁棒性时，能够给出充分性判据，

且保守性较小，即有如下定理．
定理 1［5］ 对具有图 1 形式的带不确定性的

闭环系统，其中

z[ ]y =
M11 M12

M21 M[ ]
22

w
r[ ]
c

w=Δz
式中，Δ为有结构的不确定性，即

Δ j( )ω =diag［Δ1 j( )ω ，Δ2( jω) ，…，Δp j( )ω ］
珚σ( Δi( jω) ) ≤1

如果 μΔ M11( jω( )) ＜1 成立，则图 1 所示闭环
系统鲁棒稳定．

图 1 不确定系统的线性分式变换形式

对系统( 11) ，为得到定理 1 中的 M11，进行下

列变换．令

rai = rank
Ai Bi

Ci D[ ]
i

i = 1，2，…，p
通过奇异值分解

Ai Bi

Ci D[ ]
i

=UiSiV
T
i =

Ei

F[ ]
i

Gi H[ ]i
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可得

x
·
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z1
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z
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( 12)

Δ=diag δ1Ira1，δ2Ira2，…，δpIra[ ]
p

系统( 12) 传递函数为
z[ ]y =H

w[ ]u =
H11 H12

H21 H[ ]
22

w[ ]u

式中
H11 H12

H21 H[ ]
22

=

珚G( sI － A) －1E 珚G( sI － A) －1B + 珚H
C( sI － A) －1E + F C( sI － A) －1[ ]B + D
E =［E1 E2 … Ep］ F =［F1 F2 … Fp］

珚G =［GT
1 G

T
2 … GT

p］
T 珚H =［HT

1 H
T
2 … HT

p］
T

将基于特征结构配置的控制器式( 10 ) 代入
式( 13) ，可得带不确定性的闭环系统为

z[ ]y =M
w
r[ ]
c

式中 M =
H11 + H12K( I － H22K)

－1H21 H12Kf + H12K( I － H22K)
－1H22Kf

( I － H22K)
－1H21 ( I － H22K)

－1H22K[ ]
f

于是，以标称性能要求为系统自由参数约束，

以频域范围内最大结构奇异值为鲁棒稳定性指标

J，鲁棒特征结构配置问题可以转化为优化问题:
min J( )K = J λ i，η( )i =min max

jω
μΔ［M11( jω) ］

λmin，i≤λ i≤λmax，i

ηmin，i ( )q ≤ηi ( )q ≤ηmax，i ( )q

i=1，2，…，r
q=1，2，…，













m
若优化后 J＜1，由定理 1，闭环系统鲁棒稳定．
综上，可得基于结构奇异值的鲁棒特征结构

配置算法:

1) 根据系统性能要求( 如飞行品质等) ，确
定系统自由参数的约束范围;

2) 将含结构不确定性的系统描述成式
( 13) ，基于特征结构配置设计控制律式( 10 ) ，结
合式( 13) ，得到式( 14) ，即定理 1 的 M，建立优化
指标 J与系统自由参数的数学关系;

3) 在约束范围内，结合优化算法，最小化 J;
4) 由定理 1 判断系统鲁棒稳定性．
该算法优化利用的特征值和特征向量的参数

实质上为 m× r 个，与输出反馈矩阵元素个数相
同，利用了输出反馈的全部自由参数．
该算法得到了具有结构不确定性的输出反馈

线性系统的鲁棒稳定性全局最优解，也可以 J＜1
为优化目标，得到满足鲁棒稳定性的所有解，但多

变量优化时，优化参数组合复杂、不利于应用．

4 飞行控制律设计
本文以飞机的横侧向线性模型为研究对象，

取稳定性导数存在±50%的不确定性，舵面效率
系数存在±30%的不确定性． 模型数据来自文献

［6］中 F /A-18，配平迎角 25°，状态量中  为滚转
角，输出为侧滑角 β、侧滑角速度 β、稳定性系下的
滚转角速度 ps 和偏航角速度 rs ．
根据横侧向控制律特点，做如下设计:

1) 利用特征向量自由度实现飞行品质对模
态解耦的要求，利用特征值自由度实现各模态飞

行品质要求，并优化系统鲁棒稳定性;

2) 特征结构配置实现了滚转与侧滑之间的
解耦，荷兰滚模态与滚转、螺旋模态之间影响较
弱，采取分步优化策略，以降低问题复杂度，即先

固定螺旋模态和滚转模态，优化荷兰滚模态，然后

固定荷兰滚模态，优化螺旋和滚转模态;

3) 采用等值分布曲线形式，描述优化指标 J
随参数的变化规律，以方便工程人员设计．
经过上述改进，进行控制律设计．
预置期望特征向量，如表 1 所示．通过将相应

元素取为 0 或 1 ( x 表示未约束) ，实现滚转和侧
滑之间的解耦［6］．

表 1 期望特征向量

参数
模态

荷兰滚 滚转 螺旋

β / rad ( 1，0) 0 0
ps / ( rad·s－1 ) ( x，x) 1 x
rs / ( rad·s－1 ) ( x，x) x x

 / rad ( 0，0) x 1

图 2 为 J随荷兰滚阻尼比 ξd 和自然频率 ωnd

变化情况．图 3 为 J 随滚转模态极点 λroll和螺旋

模态极点 λspiral变化情况．
由图 2 和图 3，要求 J＜1 及一级飞行品质，得

到 ξd = 0． 707，ωnd = 1． 8，λroll = －2． 1，λspiral = －0． 1，
控制律为
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u=Ky+Kf

10s+1
s rp

r









β

式中

K=
－2．4695 －3．2046 9．4357 －2．0897
0．2035 0．5628 －0．5482 2．[ ]4172

Kf =
0． 269 7 －0． 002 5

－0． 027 5 －0．[ ]008 9

图 2 J随荷兰滚模态等值分布曲线

图 3 J随滚转螺旋模态等值分布曲线

闭环系统结构奇异值在频域范围内的分布情

况如图 4 所示，其中 max μ = 0． 988 7＜1，系统鲁棒
稳定．
标称系统的阶跃输入响应如图 5 实线所示，

对实际系统在不确定范围内进行 100 次蒙特卡洛
仿真，仿真包络如图 5 虚线所示，可以看出系统满
足一级飞行品质，在不确定范围内稳定，各通道鲁

棒性能在可接受范围内．

图 4 闭环系统结构奇异值

图 5 闭环系统阶跃响应

5 仿真分析
本文共采用 3 种鲁棒特征结构配置方法与本

文方法进行对比．
方法 1 文献［1］采用闭环系统特征向量矩

阵的条件数作为设计指标，即: J1 = V 2 × V－1
2 ．

利用特征向量自由度转化为优化问题;

方法 2 文献［2］采用混合灵敏度指标作为

鲁棒特征结构配置的设计指标，即: J2 =
S
T ∞

;

方法 3 文献［3］采用 J3 = Tzw j( )ω ∞作为

鲁棒性设计指标，并且把不确定性转化为
珚σ( Δ( jω) ) ≤1，当 J3 ＜1，系统鲁棒稳定．文献［7］
指出 J3 ＜1 虽然蕴含稳定性，反之不然，将具有结
构特点的不确定性视为无结构时，这一结果可以

是任意保守的．
利用上述 3 种方法进行设计，采用遗传算法

进行优化，结果如表 2 所示．其中约束条件相同，
均为 0． 1≤ξd≤0． 9，0． 2≤ωnd≤3，－0． 5≤λroll≤－
3，－0． 3≤λspiral≤－0． 01． 由表 2 结合理论分析可
以看出:

1) 用方法 2、方法 3 的稳定性判据进行评价，
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表 2 对比仿真设计结果

方法 反馈矩阵 J1 J2 J3 J

1
－0． 227 6 －1． 715 2 －28． 855 0． 022 2[ ]0． 164 9 0． 536 8 －0． 288 2 0． 540 4

102． 8 17． 577 64． 491 8． 952 6

2
－2． 022 4 －8． 868 9 8． 316 2 －8． 151 0[ ]0． 180 7 1． 029 8 －1． 931 6 2． 962 0

412． 2 4． 615 10． 771 1． 127 3

3
7． 615 0 15． 457 －109． 02 35． 720[ ]10． 515 24． 023 －100． 49 46． 916

203． 5 14． 017 5． 366 0． 739 8

本文
－2． 469 5 －3． 204 6 9． 435 7 －2． 089 7[ ]0． 203 5 0． 562 8 －0． 548 2 2． 417 2

227． 5 52． 812 8． 934 0． 989 7

设计结果均不是鲁棒稳定的; 但用定理 1 判定，方
法 3 和本文方法的设计结果是鲁棒稳定的． 说明
方法 2、方法 3 鲁棒稳定判据存在较大保守性，导
致得不到鲁棒稳定的结果;

2) 从指标变化趋势看，方法 3 与本文方法最
接近，其次是方法 2，方法 1 则几乎没有联系，表
明各方法提高系统鲁棒稳定性的差别较大;

3) 方法 1 仅利用特征向量的自由度具有局
限性，并且没有稳定性判据．由于实际问题特征向
量有期望结构，特征向量不存在或存在很小的自

由度，算例中方法 1 并未明显改善鲁棒稳定性;
4) 本文方法针对具有结构不确定性的系统，
保守性相比其他 3 种方法小，采用等值分布曲线
描述鲁棒稳定性指标有利于与其他指标结合．

6 结 论
本文提出了一种新的鲁棒特征结构配置方

法，并以分步优化策略解决鲁棒特征结构配置多

变量优化问题，降低了问题复杂度，保证了系统满

足一级飞行品质，提高了系统的鲁棒稳定性，减小

了保守性．本文设计了飞机横侧向人工飞行控制
律，满足飞行品质要求，但设计自动飞行控制律时

存在性能鲁棒性不足的问题，提高特征结构配置

方法的性能鲁棒性并使本文方法更加贴近工程实

际有待于后续研究．
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