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基于间隙度量的鲁棒 LPV控制律设计
张增辉 杨凌宇 张 晶 申功璋

( 北京航空航天大学 飞行器控制一体化技术重点实验室，北京 100191)

摘 要: 针对高超声速飞行器飞行包线范围广和模型参数不确定性大的问题，提出

了基于间隙度量的鲁棒线性变参数( LPV，Linear Parameter-Varying) 控制律设计方法． 该方法
将间隙度量引入 LPV控制器设计中，提出了基于最优间隙度量的凸分解策略，并将其应用于
多胞顶点的分解和鲁棒 LPV控制器的自增益调参，以降低控制器的保守性; 考虑模型的参数
不确定性求取多胞 LPV系统的顶点模型并设计顶点控制器，以提高顶点边界附近 LPV控制器
的鲁棒性; 以某型高超声速飞行器为对象设计了鲁棒 LPV控制器．仿真结果表明:该方法能降
低大包线内控制器的保守性，实现高超声速飞行器在整个设计包线内精确的指令跟踪，并且在

模型参数存在大的不确定性情况下仍保证系统的鲁棒性能和稳定性．
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Robust LPV control design using the gap metric
Zhang Zenghui Yang Lingyu Zhang Jing Shen Gongzhang

( Science and Technology on Aircraft Control Laboratory，Beijing University of Aeronautics and Astronautics，Beijing 100191，China)

Abstract: A new robust linear parameter-varying ( LPV) controller design method based on gap-metric
was presented for the wide flight envelope and strong model parameters uncertainties of hypersonic vehicle． A
new convex decomposition strategy with the optimal gap-metric was proposed． In order to reduce the conserva-
tiveness of the controller，self-scheduled LPV control was implemented using the new strategy． Vertex models
of the polytopic LPV system were solved considering the model parameters uncertainties to improve the robust-
ness of the controller nearby the vertex boundary． The new design approach was applied to the hypersonic ve-
hicle． Simulation results show that this new method can reduce the conservativeness of traditional LPV control-
lers． The command tracking and robustness of the LPV control system are in satisfactory performances． The ro-
bust performance and stability of the system under strong parameters uncertainties are also guaranteed．

Key words: linear parameter-varying system; gap metric; uncertainties; hypersonic vehicle; robust con-
trol

高超声速飞行器飞行包线范围大，气动特性

和飞行力学特性变化剧烈，且模型参数存在较大

不确定性，因此其控制系统必须能够适应较大参

数变化范围以及大的参数不确定性． 传统的增益
调参方法设计简单且容易实现，但大包线内的调

参过程极其繁杂，并且无法从理论上保证系统在

全包线的稳定性和性能指标． 线性变参数( LPV，
Linear Parameter-Varying) 控制是一种新颖的增益
调度技术［1］，克服了传统增益调参的控制器插值

问题和稳定性问题，同时保证了工程实现性．国内
外对 LPV控制方法进行了大量研究，并将其应用
于航空航天系统的飞行控制器设计研究中［2－5］．
传统基于 Lyapunov 函数的 LPV 控制方法的凸分
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解策略和自增益调参策略采用系统参数的几何距

离作为依据，无法准确体现系统动态特性之间的

关系，存在一定的保守性［4－5］，且在对象顶点模型

求取时没有考虑模型的参数不确定性，靠近多胞

顶点边界时控制器鲁棒性较差．基于上述问题，本
文提出了一种基于间隙度量的鲁棒 LPV 控制律
设计方法，应用于某型高超声速飞行器控制律设

计，并与传统 LPV方法进行了比较．

1 LPV模型
考虑如下非线性系统:

x· = f( x，v，u，w)
z = c1 x，v，u，w( )

y = c2 x，v，u，w( ) } ( 1)

式中，x为系统状态; u为系统输入信号; z 为所控
制的误差信号; y 为输入到控制系统的测量输出
信号; w为外部调参信号或者外来信号( 如参考信
号) ; v通常指干扰和噪声输入信号．
根据非线性系统的时变特性，选择调参变量

θ∈Rk，为事先未知但可测量或估计的矢量参数．
栅格化参数空间，可得式 ( 1 ) 的一系列平衡
点 xe( θ) ，ve( θ) ，ue( θ) 和 we( θ) ，满足:

f( xe( θ) ，ve( θ) ，ue( θ) ，we( θ) ) = 0 ( 2)
则式( 1) 可写成如下的 LPV系统形式［4］:

x·δ

zδ
yδ











=

A( θ) B1( θ) B2( θ)

C1( θ) D11( θ) D12( θ)

C2( θ) D21( θ) D22( θ)











xδ
vδ
uδ











( 3)

系统状态矩阵为方程偏导数在平衡点处的值，如

A( θ) = f
x
［xe( θ) ，ve( θ) ，ue( θ) ，we( θ) ］( 4)

在每一个固定点 θ，LPV 系统( 式( 3 ) ) 描述
了非线性系统( 式( 1) ) 在该点的局部特性．

2 基于间隙度量的鲁棒 LPV控制
2． 1 基于多胞理论的 LPV控制方法
定义 1［4］ 设变参数向量 ρ( t) ∈Rl，l为时变

参数向量 ρ( t) 的维数，且 ρ( t) = p( θ( t) ) ，其中 p:
Rk→Rl 是一个映射函数，则由变参数描述的多胞

为

Θ: = Co{ ω1，ω2，…，ωr} : =

∑
r

i = 1
αiωi : αi ≥ 0，∑

r

i = 1
αi = 1{ } ( 5)

式中，r=2 l 为顶点数; αi 为分解系数; ωi 为多胞顶

点．当 LPV系统的系统矩阵 A( θ( t) ) ，B( θ( t) ) ，
…仿射依赖于时变参数向量 ρ( t) ，且 ρ( t) 变化于

多胞 Θ内，称 LPV系统为多胞系统．
多胞 LPV系统矩阵分解如下:

A( θ( t) ) B( θ( t) )
C( θ( t) ) D( θ( t) )[ ] : =∑r

i = 1
αi( t)

Ai Bi

Ci Di
[ ]
( 6)

式中，Ai，Bi，Ci，Di 为 LPV 系统多胞顶点模型系
统矩阵．根据多胞系统的顶点性质，由实有界定理
和控制器存在性定理［4］可知，控制器只需对多胞

顶点设计即可，LPV 控制的核心问题为对所有的
多胞顶点寻找相同的 Lyapunov 函数，以保证对
LPV对象的所有可能轨迹都具有 H∞性能． 一旦
Lyapunov矩阵确定，对应的顶点控制器即可确定，
线性组合即可得到 LPV控制器，形式如下:
Ak( θ( t) ) Bk( θ( t) )

Ck( θ( t) ) Dk( θ( t) )[ ] : =∑ri = 1
αi( t)

Aki Bki

Cki Dki
[ ]
( 7)

式中，Aki，Bki，Cki，Dki 为顶点控制器系统矩阵．为
了保证系统稳定性，调参系数 αi 须与凸分解系数

完全相同［4］．
传统的凸分解策略系数与调参系数 αi 依据

系统参数之间的几何距离计算所得，具体如下:

1) 对于给定时变参数向量 ρ = ( ρ1，ρ2，…

ρl )
T，计算 i =

( ρ－ i－ρi )
ρ－ i－ρ－ i
，i=1，2，…，l;

2) 对每一个多胞顶点 ωi，i = 1，2，…，r，调参
系数:

αi =∏
r

i = 1

～
i ( 8)

式中 
～
i =

i ρ
－ i
∈ ωi

1 － i ρ－ i ∈ ωi
{

由定义 1 可知，任意时刻 LPV系统的多胞顶
点数大于时变参数的维数，即 r = 2 l ＞l，故 LPV 系
统对于顶点系统的凸分解系数有无穷多组解，不

同的凸分解策略得到的控制器使得系统动态性能

不尽相同．传统的凸分解策略基于系统时变参数
的几何距离，不能准确体现系统动态性能之间的

关系，控制器保守性较大．将系统之间的间隙度量
引入控制器的设计中，依据系统的动态性能关系

选择最优的凸分解方法，可降低控制器的保守性，

使系统动态性能更优．
2． 2 基于间隙度量的凸分解策略
定义 2［5］ 设 G1，G2∈Rn×m( s) 是具有 m 个

输入、n 个输出的传递函数阵，( D1，N1 ) 和( D2，

N2 ) 分别为 G1 和 G2 的规范右互质分解，则 G1 和
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G2 之间的间隙度量为

δ( G1，G2 ) = max{ δ
－
( G1，G2 ) ，δ

－
( G2，G1 ) }

( 9)
式中

δ
－
( G1，G2 ) = inf

Q∈RH∞

D1

N1
[ ] －

D2

N2
[ ] Q

δ
－
( G2，G1 ) = inf

Q∈RH∞

D2

N2
[ ] －

D1

N1
[ ] Q

0 ≤ δ( G1，G2 ) ≤ 1
定理［6］ 设 G1，G2∈Rn×m( s) 是具有 m 个输

入、n个输出的传递函数阵，( I+G1 )
－1 稳定．若

δ( G1，G2 ) ＜ 1 /4 1 + ‖( I + G1 )
－1‖槡 2

( 10)
则下述结论成立:

1) ( I+G2 )
－1 稳定;

2 ) ‖ ( I + G2 )
－1 － ( I + G1 )

－1 ‖ ≤
4( 1+‖( I+G1 )

－1‖2 ) δ( G1，G2 )

1－4δ( G1，G2 ) 1+ ( I+G1 )
－1槡 2

．

由定理可知，两系统的稳定性关系以及动态

响应关系与两系统之间的间隙度量密切相关． 文
献［7］通过对多组系统的仿真，验证了系统动态
性能与间隙度量之间的相关性． 间隙度量提供了
系统之间的一种广义的距离度量，体现了两系统

之间的“差异程度”，距离越小说明两个系统的动
态特性越相近，反之结论相反．
将系统的间隙度量引入凸分解策略． 按照当

前系统与顶点系统的间隙度量最小的指标对系统

凸分解系数进行优化，优化目标取为

J = min∑
r

i = 1
αiδi ( 11)

式中，δi 为当前时刻系统模型与第 i 个顶点模型
的间隙度量．依照此凸分解策略实现自增益调参，
使得所设计状态点系统模型与顶点模型的间隙度

量最小，从而得到保守性较小的控制器．而凸分解
系数的求解问题可以转换为线性规划问题．
标准线性规划问题包含目标函数、等式约束

和非负不等式约束 3 部分，即
min
xδ

cTxδ

Aρxδ = b

0 ＜ xδ ＜ d
} ( 12)

基于间隙度量的凸分解问题可通过下式变换

转化为标准线性规划问题．
cT =［δ1，δ2，…，δr］ ( 13)
xδ =［α1，α2，…，αr］

T ( 14)

Aρ =

ρ
－ 1
，ρ－ 1，ρ－ 1，ρ

－
1，…

ρ
－ 2
，ρ

－ 2
，ρ－ 2，ρ－ 2，…


ρ
－ l
，ρ

－ l
，…，ρ－ l，ρ－ l，…

1，1，1，1，…



















( 15)

b =［ρ1，ρ2，…，ρr，1］
T ( 16)

d =［1，1，…，1］T ( 17)
具体的凸分解策略如下:

1) 对于任意时刻时变参数向量 ρ = ( ρ1，ρ2，
…，ρl )

T，计算当前时刻系统模型与 r 个顶点模型
之间的间隙度量 δ1，δ2，…，δr，r=2

l ;

2) 对于每一个多胞顶点 ωi，i = 1，2，…，r，凸
分解系数 αi 由式( 12) 优化可得．
利用基于间隙度量的凸分解策略求取凸分解

系数 αi，并依此作为调参系数实现控制器的自增

益调参，得到全包线的 LPV控制器．
2． 3 多胞顶点模型
由多胞系统顶点性质可知，在靠近顶点边界

时，LPV 控制器的稳定性与多胞顶点密切相关．
当模型存在大的不确定性时，若在顶点附近系统

时变参数超出多胞顶点边界，则控制器将无法从

理论上保证系统稳定，甚至导致闭环系统发散．
传统的 LPV 控制方法在求取多胞顶点模型

时未考虑模型的参数不确定性，多胞 LPV 系统的
系统矩阵如式( 6) ．取覆盖全包线的状态点 θ( t) ，
通过雅可比线性化得到对应的 ρi( t) ，进而拟合得
到 ρi( t) 关于 θ( t) 的函数，即 ρi( t) = p( θ( t) ) ． 其
上下界( ρ

－ i，ρ
－
i ) 为

ρ
－ i

= min( p( θ( t) ) )

ρ－ i = max( p( θ( t) ) ) } ( 18)

其顶点系统矩阵元素由时变参数 ρi( t) 的上下界
任意排列得到，不包含参数不确定性，例如:

A1 =

ρ
－ 1
… ρ

－ n

 
ρ
－m
… ρ

－ l















Ar =
ρ－ 1 … ρ－ n
 

ρm－ … ρ－ l













本文在求取多胞顶点模型时考虑模型参数不

确定性求取变参数 ρi( t) 的上下界( ρ－ unci，ρ
－
unci ) ，下

标 unc表示此边界包含了模型参数的不确定性．
变参数 ρi( t) 的上下界( ρ－ i，ρ－ i ) 与参数的不确定性
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呈单调关系，故求取顶点模型时加入最大参数不

确定性，由式( 18) 即可得到( ρ
－ unci
，ρ－ unci ) ，其顶点模

型系统矩阵形式同上．由此求得多胞顶点模型，在
系统参数存在大的不确定性时，时变参数不会超

出多胞顶点边界，故仍可保证系统的稳定性，提高

了顶点边界附近控制器的鲁棒性．
鲁棒 LPV自增益调参控制律设计步骤如下:

①建立非线性系统的 LPV模型;②考虑模型的参
数不确定性求取多胞顶点; ③利用基于间隙度量
的凸分解策略将 LPV 系统模型分解为多胞 LPV
模型( 式( 6 ) ) ; ④利用基于 LMI 的 H∞ 控制方

法［8］求解多胞顶点控制器;⑤求解鲁棒 LPV控制
器( 式( 7 ) ) ，将凸分解系数 αi 作为增益调参系

数，实现设计包线内的自增益调参．

3 鲁棒 LPV控制律设计与实现

以某型高超声速飞行器［9－10］为研究对象设计

鲁棒 LPV 控制律．利用 Jacobian 线性化法将其非
线性方程转化为 LPV模型，纵向 LPV模型为

x·δ

zδ
yδ











=
A( θ) 0 B( θ)
0 0 I
C I 0











xδ
vδ
uδ











( 19)

式中，x= ( α，q) T，α 为迎角，q 为俯仰角速率; A =
a11 1

a21 a22
[ ]

e

; B= ( b1，b2 )
T

e ． 锥形体高超声速飞

行器飞行过程中迎角 α 变化不大，故选取高度和
马赫数( H，Ma) 作为 LPV系统的调参变量 θ．
通过引入滤波器实施增广变换［4］，将 B ( θ)

转换为与系统时变参数无关的矩阵． 取时变参数
向量 ρ( t) =［a11 a21 a22］

T，则高超声速飞行器

纵向 LPV系统仿射依赖于 ρ ( t) ，多胞 LPV 系统
为

Pρ : = Co{ Pv1，Pv2，…，Pvl} vl = 23 ( 20)
式中，Pvi 为多胞系统的顶点模型，其系统矩阵元

素由时变参数 ai( t) 的上下界( a－ unci，a－ unci ) 任意排

列得到．飞行器鲁棒 LPV控制结构如图 1 所示．

图 1 鲁棒 LPV控制结构

图 1 中 G 为高超声速飞行器 LPV 模型，Act
和 Sen分别为作动器和传感器模型，K 为 LPV 控
制器，加权函数 Wu 和控制输入罚函数 We 为

Wu = diag 1
25
，1
200( ) ( 21)

We = diag( Wp1，0． 6)

Wp1 = 11s + 7
s + 2 } ( 22)

式中，Wp1 为灵敏度加权函数; α 和 q 的噪声模型
Wn 分别选取为 0． 1°，0． 6( °) /s．通过基于 LMI 的
H∞控制方法求得 8 个顶点控制器，利用基于最优
间隙度量的凸分解策略求得的系数 αi 构造全包

线内的 LPV鲁棒控制器( 式( 7 ) ) ，实现全包线内
控制器自增益调参．为保证系统的稳定性，非线性
增益调参控制器实现方式［11］如下:

x·k = ζk

ζ
·k = Ak( θ) ζ

k + Bk( θ)
αc － α
－ q·( )

x·u = Ck( θ) ζ
k + Dk( θ)

αc － α
－ q·( )

δ = xu















( 23)

4 仿真验证与分析
以锥形体高超声速飞行器为对象，对本文方

法进行仿真验证． 控制律的设计目标是在飞行包
线( H∈ 20，22[ ] km，Ma∈ 7，10[ ] ) 内保证鲁棒稳
定性 ，并以小于 1%的跟踪误差跟踪指令信号
αc ．
取多组覆盖设计包线的初始飞行状态点，给

定相同的输入指令 αc，对基于传统凸分解策略的

LPV方法和本文基于最优间隙度量的 LPV 控制
方法进行仿真对比，仿真结果如图 2 ～图 4 所示．

图 2 传统 LPV方法全包线迎角响应曲线

由图 2 ～图 4 可知，不同设计方法得到的控
制器使得对象的动态性能不同． 采用传统的 LPV
控制方法得到的迎角响应如图 2 所示，在迎角最
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大幅值时刻的迎角范围为［1． 765°，2． 133°］，在全
包线内的最大超调量为 6． 65%，整个包线内迎角
响应 的 上 升 调 节 时 间 变 化 范 围 为［0． 97
s，3． 32 s］; 而采用本文基于最优间隙度量的 LPV
控制方法得到迎角响应如图 3 所示，在迎角最大
幅值时刻的迎角范围为［1． 83°，2． 086°］，在全包
线内的最大超调量为 4． 3%，整个包线内迎角响
应的上升调节时间变化范围为［1． 11 s，2． 91 s］，
对应的两种方法的迎角响应边界曲线如图 4 所
示．可见，采用基于最优间隙度量的 LPV 控制方
法设计的控制器保守性较小，系统在全包线内不

同的状态点调整时间和超调量的变化范围更小，

动态性能一致性更好，这也有利于降低飞行器外

环导引系统设计的保守性．

图 3 最优间隙度量方法全包线迎角响应曲线

图 4 全包线迎角响应边界对比曲线

在模型参数存在大的不确定性情况下，对传

统 LPV方法与鲁棒 LPV方法进行仿真对比．任取
多胞 LPV 系统顶点模型附近初始状态点 ( H
=22 km，Ma = 9，α = 0． 538°) ，飞行器模型的气动
力系数加入±30% 不确定性，气动力矩系数加
入±50%不确定性，仿真结果如图 5 和图 6 所示．
由图 5 可知，给定迎角指令 2°，当模型存在

大的不确定性时，迎角响应幅值超出了 100°，并
且出现了大幅振荡，在 10 s 内都不能稳定． 可见，
未考虑模型不确定性设计的 LPV 控制器在模型
参数存在大的不确定性的情况下不能保证系统的

稳定性．而在求取顶点模型时考虑模型的参数不

确定性设计的控制器仍可以保证系统的稳定性，

迎角响应在 2． 5 s内都实现了稳定控制，稳态误差
小于 0． 75%，如图 6 所示． 将气动力系数不确定
性边界取为±30%，气动力矩系数不确定性边界
为±50%，50 次蒙特卡罗仿真结果如图 7 所示．

图 5 传统 LPV方法迎角响应曲线

图 6 鲁棒 LPV方法迎角响应曲线

图 7 蒙特卡罗仿真曲线

由图 7 可知，考虑顶点模型不确定性设计的
控制律，在模型存在大的不确定性的情况下系统

仍具有很好的鲁棒性能和鲁棒稳定性．

5 结 论
1) 基于最优间隙度量的凸分解方法比传统
的基于几何距离的凸分解方法得到的 LPV 控制
器保守性更小，大包线内系统性能更趋向于一致，

也有利于降低飞行器外环导引系统设计的保守

性;
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2) 在求取多胞顶点模型时充分考虑模型参
数的不确定性，使得设计的 LPV控制器在顶点边
界附近具有更好的鲁棒性，在飞行器模型存在大

的参数不确定性情况下仍能保证系统稳定性和性

能．
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